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Wyklad 2

Podstawowe rozklady prawdopodobienstwa.
StatystyKi i ich rozklady.



1. Zmienna losowa.

Niech dana bedzie przestrzen probabilistyczna (2,9,
P). Funkcj¢ X okreslong na przestrzeni zdarzen
elementarnych (O o wartosciach rzeczywistych oraz
taka, ze dla kazdego teR zbior

{weQd: X(w)<t)}
jest zdarzeniem losowym (czyli nalezy do 3),
bedziemy nazywaé zmienng losowg. Wartos¢
zmiennej losowej dla Kkonkretnego zdarzenia
elementarnego nazywa si¢ realizacjq tej zmiennej
losowej.
Z. definicji zmiennej losowej X, zbior {weQ:
X(w)<t)} dla dowolnego teR jest zdarzeniem w
przestrzeni probabilistycznej (2,9, P), wobec czego
mozemy  obliczy¢ jego prawdopodobienstwo
PloeQ: X(w)<t)}). Funkcje Fx(t) = P({weQ:
X(w)<t)}) nazywamy dystrybuantg zmiennej losowej
X. Bedziemy opuszcza¢ w opisie dystrybuanty
symbol X piszac zamiast Fx(t) wyrazenie
uproszczone F(t).
Mowimy, ze zmienna losowa X jest typu dyskretnego
(skokowego), jesli dla pewnego, skonczonego lub nie,
zbioru W={x,, X,,...}; zachodzi

pi= P{oeQ: X(0)=x;})>0 dla x;eW
oraz

2pi=1
gdzie sumowanie dotyczy wszystkich p;.



Mowimy, ze zmienna losowa X jest typu ciaglego, jesli istnieje
nieujemna funkcja f, okreslona i calkowalna do jedynki na calej
osi taka, ze dla kazdego przedziahu [x,, x,] zachodzi

Plw:x < X(@)<x,}) = jf(x)dx

Funkcje¢ f nazywamy gestoscia rozkladu prawdopodobienstwa
zmiennej losowej X. Latwo pokazaé, ze

F(t) = jf(x)dx

2. Charakterystyki liczbowe zmiennej losowe;j.

Wartoscia oczekiwana (przecietng, Srednig) zmiennej losowej X
typu skokowego o zbiorze punktow skokowych W={x;, X,,...} i
skokach p;= P(X=x;) nazywamy liczb¢ EX okreslona wzorem

EX = Z X P;
x;, eW

pod warunkiem, ze w przypadku przeliczalnej liczby punktow
skokowych szereg po prawej stronie jest bezwzglednie zbiezny, to

Znaczy

x; eW

Wartoscia oczekiwana (przecietng, Srednig) zmiennej losowej X
typu ciaglego nazywamy liczb¢ EX okreslona wzorem

X;|P; <0

EX = joo xf (x)dx = joo [1 - F(x)dx



Jesli zmienna losowa Y = g(X), to

EY = [ g(x)f(x)dx

Kwantylem rz¢du p (0<p<1) zmiennej losowej X typu ciaglego o
dystrybuancie F i gestosci f nazywamy kazdg liczbe x;, spelniajaca
ktorykolwiek z nastgpujacych rownowaznych warunkow

* F(xp)=p

e P(X<xp)=p

. ff(X)dx =P

Wariancja zmiennej losowej X o wartosci oczekiwanej EX
nazywamy liczbe VarX (D’X, o’, 6%, ) okreslona wzorem VarX =
E(X — EX)*

Z rownosci E(X + ¢) = EX + ¢ wynika, ze

Var(X + ¢) =E[X + ¢ — E(X + ¢)]" =E[X - EX]* = VarX

Wariancja jest zatem miara rozrzutu zmiennej losowej wokol jej
wartosci oczekiwanej.

Odchylenie standardowe zmiennej losowej X oznaczamy je przez
DX (o, o, )okreslone jest formulg

DX =AVarX

Zauwazmy, ze VarX = EX® — (EX)’
Uogolnienie:
e momentem rz¢du r wzgledem stalej ¢ zmiennej losowej X
nazywamy liczbe E(X —¢)" ;
e momenty wzgledem stalej ¢=0 nazywamy momentami
zwyklymi;
e momenty wzgledem stalej ¢=EX nazywamy momentami
centralnymi.



3.Podstawowe rozklady prawdopodobienstwa.

a. Zmienne losowe skokowe
e Rozklad dwumianowy
Niech zmienna losowa X typu skokowego przyjmuje wartosci
i ze zbioru W={1,2,...,n} z prawdopodobienstwem

P = (?)p"(l -p)"

gdzie 0<p<l1 jest ustalonym parametrem. Mowimy wtedy, ze
zmienna losowa ma rozklad dwumianowy (Bernoulliego)
EX=np, VarX=np(1-p)

e Rozklad geometryczny
Niech zmienna losowa X typu skokowego przyjmuje wartosci
i ze zbioru W={1,2,...} z prawdopodobienstwem

p;=pd-p) 1

gdzie 0<p<1 jest ustalonym parametrem. Mowimy wtedy, ze
zmienna losowa ma rozklad geometryczny

EX=1/p, VarX=(1-p)/p'

e Rozklad Poissona
Mowimy, ze zmienna losowa X typu skokowego ma rozklad
Poissona z parametrem A>0 jesli przyjmuje ona wartosci ze
zbioru W={0,1,2,...} z prawdopodobienstwem

i
A
pi=€ =
l.
mamy dla niej EX=A, VarX=\

UWAGA!
Jezeli n>=30 i p jest male, to

n i n—iN/Ii -1



b. Zmienne losowe ciagle

¢ Rozklad normalny
Niech X bedzie zmienng losowa typu cigglego o gestosci
prawdopodobienstwa postaci

1 C(x—p)”
f(X) T G\/ﬂ CXPp 262

gdzie | oraz ¢ s3 parametrami.

Mowimy wtedy, ze X ma rozklad normalny (gaussowski)
N(un,0). Prosta x=p jest osig symetrii wykresu funkcji gestosci f.
Latwo pokazaé, ze

EX=p oraz VarX=c’ i DX=0

e Rozklad wykladniczy
Mowimy, ze zmienna losowa X typu ciaglego ma rozklad
wykladniczy, jezeli dystrybuanta ma postaé

F(x)=l—-e™ ,x>0

natomiast gestos¢ f wyraza si¢ wzorem
_ e x>0
Jf(x)=
0 ,X<0
wtedy EX=A" oraz VarX=A" i DX=\"



e Rozklad t-Studenta
mowimy, ze zmienna losowa X typu ciaglego ma rozklad
t-studenta o n-stopniach swobody, jesli jej gestoS¢ wyraza si¢
wzorem

5 \-(n+1) /2

['([n+1]/2) X
- 1+

/) A nw F(n/2)[ " j

wykres gestosci zmiennej losowej t-Studenta jest
symetryczny wzgledem osi rz¢ednych i gdy n—oo gestos¢ f
dazy do gestosci rozkladu normalnego N(0,1), co
wykorzystuje si¢ w praktyce dla n>30 do aproksymacji
rozkladu t-Studenta rozkladem normalnym

n

e Rozklad %’ (chi-kwadrat)
Mowimy, ze zmienna losowa X typu cigglego ma rozklad xz 0
n-stopniach swobody, jesli jej gestos¢ wyraza si¢ wzorem

Vg

1 n/2-1_-x/2

X e , x>0
f(x)=92"T@0/2)
0 ,X<0

\

Dystrybuanta zmiennej losowej (X - n)/ \/% , gdzie X
ma rozklad xz o n-stopniach swobody, dazy przy n—o do
dystrybuanty rozkladu normalnego N(0,1). Wykorzystuje si¢
to w praktyce dla n>50 do aproksymacji kwantyli rozkladu
XZ kwantylami rozkladu normalnego.



