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Plan wyktadu

* Klasyczny model regresji liniowej — przypadek jednej
zmiennej objasniajacej.

» Zalozenia schematu Gaussa-Markowa

* Metoda najmniejszych kwadratow.

* Przyklad estymacji parametrow modelu
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Model ekonometryczny - przypomnienie

Szukamy zwiazku zmiennej objasnianej Y, z warto§ciami zmiennych
objasniajacych X, i=1,...,m, w chwili #

Szukamy zatem zwiazku f postaci:
Y, = (X1 Xypses X))

Bedziemy zakladaé, ze zwiazek ten jest liniowy, zatem interesowaé nas
bedzie nastepujaca zalezno$¢ (dla jednej zmiennej objasniajacej tzn. gdy m=1):

— %
Y =ay+aX, +¢ (*)
gdzie £ obrazuje nam losowe odksztalcenie modelu liniowego.

Jezeli X, oraz Y, s3 zmiennymi losowymi (tak przyjmujemy w
modelowaniu ekonometrycznym), to wtedy zaleznos¢ (¥) nosi
nazwe tzw. rownania regresii.
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Liniowy model regresji - wprowadzenie

Procedura ekonometryczna:

Specyfikacja zmiennych — Konstrukcja modelu —
Estymacja parametrow — Weryfikacja modelu —»
Zastosowanie modelu

Szukamy odpowiedzi na pvtania:

* Co to jest regresja?

* Co to jest prosta regresji?

* Co to jest linia regresji?

* Czym rozni si¢ linia regresji I rodzaju od linii regresji
II rodzaju?
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Liniowy model regresji - wprowadzenie

Twierdzeniel.

Wspolczynnik korelacji zmiennych losowych X
i Y spelnia warunek:

P3| =1 3 uas PO =aX +b) =1 (1)

stata a,b

gdzie pyy oznacza wspolczynnik korelacji miedzy
zmiennymi X i Y (oznaczany rowniez przez ryy).

Interpretacja: dla prawie wszystkich zdarzen
elementarnych zmienna losowa Y mozna
przedstawi¢ jako funkcj¢ liniowa zmiennej
losowej X.
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Co to jest regresja?

Jezeli skladowe wektora (X,Y) spelniaja
warunek (1), to prosta:

y=ax-+b nazywamy prosta regresji

Staje si¢ ona linig regresji pierwszego rodzaju —

linia regresji zmiennej losowej Y wzgledem X:
y=h()=E(Y/X=x),

* Linia regresji zmiennej losowej X wzgledem Y:
x=g()=E(X/Y=y)

Jezeli liniami sg proste, to
h(EX)=LY, g(EY)=EX
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Co to jest regresja?

» Jezeli |pl#1, to znaczy nie zachodzi réwnosé:
P(Y=aX+b)=1 i wtedy linia regresji pierwszego
rodzaju nie jest prosta.

* Szukamy takiej funkcji liniowej, aby
prawdopodobienstwo P(Y=aX+b) bylo mozliwie
duze.

* Przyjmuje si¢ kryterium: oczekiwany kwadratowy
blad aproksymacji:
e=E|(Y-aX-b)?|
* Wartosci a i b, dla ktorych e jest minimalne
wyznaczaja prosta regresji Il rodzaju.
+ Jesli |pj=1, to linie regresji I i II rodzaju pokrywaja
sig.
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Zatozenia schematu regresji (Gaussa-Markowa)

Zalozeniel. Model jest niezmienniczy wzgledem obserwacji

h=h=-=/=/

Czyli wzor (2) mozna zapisac:

Vi = ft(xtﬂgt) - f(xt’é:t)a
t=1,..,n

ZaloZenie2. Model jest liniowy wzgledem parametrow

y,=a,+ax,+&,t=1,...,n
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Zatozenia schematu regresji (Gaussa-Markowa), c.d.

ZaloZenie3. Zmienna objasniajaca jest nielosowa, jej wartosci
sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi - warunek

identyfikacji :
EXY, | X} =EY;
2 2
DY, | X,j = DY}
ZaloZenie4. Skladnik losowy ma rozklad normalny:

S :N(ﬂgao-t)
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Zatozenia schematu regresji (Gaussa-Markowa), c.d.

ZaloZenie5. Wystepujace zaklocenia, ktore reprezentuje

skladnik losowy maja tendencj¢ do wzajemnej

redukcji: E& =0

Zalozenie6. Skladnik losowy jest sferyczny:

nie wystepuje autokorelacja skladnika losowego

Cov(&,,6)=0,t#1
skladnik losowy jest homoskedastyczny

szt :02
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Zatozenia schematu regresji (Gaussa-Markowa), c.d.

ZaloZenie7. Informacje zawarte w probie sa jedynymi
informacjami, na podstawie ktorych dokonuje si¢ estymacji

parametrow modelu (2).

Powyzsze zalozenia definiujg tzw.

standardowy maodel liniowy
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Metoda najmniejszych kwadratéw (MNK, KMNK)

* Rozwazamy model (2) i spelnione sg zalozenia 3-7

schematu Gaussa-Markowa;

* Warto$¢ oczekiwana zmiennej objasnianej rowna jest

zatem:
E(Y)=a,+ayx, (3)

= Powyzsze rownanie wyznacza lini¢ regresji populacji
generalnej;

= Parametry ¢, , o; s3 nieznane i podlegaja oszacowaniu
na podstawie proby statystycznej - otrzymamy lini¢
regresji proby: J}t — 0’20 + 0}1 X,
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Metoda najmniejszych kwadratow (MNK, KMNK)

* Estymatory 5!0 R 5[1
s3 funkcjami zmiennych losowych Y, ;

* Réinice e, =Y — ), nazywamy resztami
modelu;

* Mamy 4 funkcje:

- linia regresji populacji generalnej LRPG;

- linia regresji proby LRP;

- wartosci empiryczne (populacja generalna)
WEPG:;

- wartosci empiryczne (proba) WEP;
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Metoda najmniejszych kwadratéw (MNK, KMNK)

LRPG EY =aq, +a,x,

LRP J, =&, +a,x,

WEPG Y, =, +a,x, +¢,

WEP ), =Q,taXx, +e,

* WEPG=WEP
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Metoda najmniejszych kwadratow (MNK, KMNK)

n 5 .
MNK (Z e ) — min
t=1

* Reszty ¢, mozna traktowac jako realizacje
skladnika losowego;

« Zadanie estymacji parametrow &,
jest rownowazne estymacji wartosci
oczekiwanej zmiennej objasnianej na
podstawie danych empirycznych ;

* Szukamy linii, ktora jest najlepsza z punktu
widzenia sumy kwadratow reszt e,(min) .
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Metoda najmniejszych kwadratow (MNK, KMNK)
Interpretacja graficzna

Y =0,+ax +
A Y t g I gt\o EY=0(0 +0(1x
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Metoda najmniejszych kwadratow (MNK, KMNK)
Interpretacja graficzna

Kryterium doboru parametréw
modelu-wspolczynnikow prostej

;
(Z etz) — min —*
t=1

Metoda najmniejszych kwadratéw (MNK, KMNK)

Oszacowanie paramefrow modelu

n
2 . Definicja problemu
Z et % min *— (Kryterium doboru parametrow)
t=1
n n
2 A A 2
0 Zet 0 Z(yt_ao_alxt)
t=1 _ t=1 — 0
a&o 6&0 ’ Sposob
rozwiazania
n n problemu
2 A A 2
0 Zet 0 Z(yt_ao_alxt)
t=1 _ t=1 — 0
04, 04,
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Metoda najmniejszych kwadratéw (MNK, KMNK)

Oszacowanie paramefrow modelu

* Rozwiazujac uklad rownan przedstawiony na
poprzednim slajdzie otrzymujemy:

i(x, ~H)(, - 7)
S (x, - ¥)?

N ~

Ay=y—Q,X
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Liniowy model ekonometryczny z jedng zmienng
objasniajaca

Przyktad
Przyklad
WeZzmy pod uwage nastepujacy
model: t Vi X1t
1 1,4 1
yt:a0+al'x1t+§t 2 1,7 1,5
. 3 1,5 1
gdzie: 4 > 1,5
», — koszt produkcji pewnego wyrobu 5 79 >
w chwili #; p 2’ 3 23
x,,— wielko$¢ produkceji w chwili #; 7 2:5 i
Warto$ci zmiennych w kolejnych 10-ciu 8 2.8 3
latach przedstawia tabela. 9 2,6 3
Oszacowa¢ parametry modelu na 10 2,9 3,5

podstawie danych historycznych.
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L|n|owy model ekonometryczny z jedng zmienng
asniajac
Przy’dad cd. ja a
1 Vi x|y v x| -0 =) (=)
1 1.4 1 0,79 | -1,1 | 121 0,869
2 1,7 1,5 | -049 | -0,6 | 036 0,294
3 1,5 1 0,69 | -1,1 | 1,21 0,759
4 2 1,5 | -019 ] -06 | 036 0,114
5 22 2 0,01 | -0,1 | 0,01 -0,001
6 2,3 2,5 0,11 0,4 0,16 0,044
7 2,5 2 0,31 -0,1 0,01 -0,031
8 2.8 3 0,61 0,9 0,81 0,549
9 2,6 3 041 | 09 0,81 0369 |
| 0.81 |
10 29 | 35,1 071 —t4 | 1,9 0,994
(69)] (396)
n < j—
D(x,
& — o=l
1= n
—\2
(x, —x) ~
; ! Zatem: |y, =@m-xt
Z.Tarapata, Ekonometria, wyklad nr 3 21
L|n|owy model ekonometryczny z jedng zmienna
asniajac
Przy’dad c.d. Ja’ a’
Wykres zaleznosci miedzy Xa'Y
3,5
y = 0,5739x + 0,9848
R? = 0,8987
] >/6/° 29
* i
25 +25 2.0
> ,
2 4
1,5 1
1 T T T T T T
0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
X & dane z proby
—— Liniowy (dane z préby)
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Liniowy model ekonometryczny z jedng zmienng
objasniajac

Szacowanie stopnia dopasowania modelu do danych z proby (wspétczynnik R?)

Aby oszacowa¢ stopien dopasowania modelu regresji
do danych z préoby wyznacza si¢ tzw. wspolczynnik
determinacji R?, ktory przyjmuje wartosci z
przedziatlu (0,1) (im R? blizsze 1 tym model lepiej
dopasowany do préby):

i(yt _)7[)2
1 — =
2 (=)

R? =
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Liniowy model ekonometryczny z jedng zmienng
objasniajac
Szacowanie stopnia dopasowania modelu do danych z préby (wspétczynnik sz - przyktad

t Vi Xy j\/l V=) ez:yz_j}/ (y/_;)z ef:(yt_}’}l)z
1 1,4 1 1,56 -0,79 -0,16 0,6241 0,0256
2 1,7 1,5 1,845 | -0,49 -0,145 0,2401 0,021025
3 1,5 1 1,56 -0,69 -0,06 0,4761 0,0036
4 2 1,5 1,845 | -0,19 0,155 0,0361 0,024025
5 2,2 2 2,13 0,01 0,07 0,0001 0,0049
6 2,3 2,5 2,415 | 0,11 -0,115 0,0121 0,013225
7 2,5 2 2,13 0,31 0,37 0,0961 0,1369
8 2,8 3 2,7 0,61 0,1 0,3721 0,01
9 2,6 3 2,7 0,41 -0,1 0,1681 0,01
10 2,9 3,5 2,985 | 0,71 -0,085 0,5041 0,007225
y =219 suma @ @

(5, - 3,
o 20T Gases
Z_:(y,—y)2 (2529

Model bardzo dobrze dopasowany
do danych, bo R2~0,9

Z.Tarapata, Ekonometria, wyktad nr 3

24




