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Podstawy rachunku wektorowego

Wektorem kolumnowym o rozmiarach mx1 oznaczonego
symbolem x nazywamy ciag m liczb rzeczywistych
ustawionych w kolumneg:

- . Liczby x; (i=1,...,m) sa nazywane elementami

X1 (skladowymi, wspolrzednymi) wektora
X5 kolumnowego.
X=| o Dwa wektory sg rowne wtedy i tylko wtedy,
° gdy ich odpowiednie elementy sa réwne, co
X oznacza:
L m |

x=y <&Xx=y; (iI=1,...,m).
Niekiedy piszemy rowniez x<y rozumiejac przez to, ze x<y;
(i=1,..,m) oraz x>y rozumiejac przez to, ze x,>y; (i=1,..,m).
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Macierze

Macierza mxn jest prostokatna tablica mxn liczb rzeczywistych
ustawionych w m wierszach i n kolumnach:

;. ap  ®* apy,
A=|31 3dpn ¢ a
[ ) [} [ ] [ ]
_aml am2 S amn_

Liczby a;; (i=1,...,m;j=1,...,n) nazywamy elementami macierzy A.

Macierz A posiadajgca m wierszy i n kolumn nazywamy macierza

o wymiarach mxn i zapisujemy | ,
A=la;},,,

gdzie a; oznacza element znajdujacy si¢ w wierszu o numerze i
oraz kolumnie o numerze j.
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Macierze — podstawowe operacje

Dwie macierze sa sobie rowne wtedy i tylko wtedy, gdy ich
odpowiednie elementy sa sobie rowne:

A=B & a; = by (i=ltnt; j=1,...,1)

Aby dodaé dwie macierze, dodajemy ich odpowiednie elementy,
to znaczy:

C=A+B & ¢;=ay;+b; (=1,..m; j=1,...,n)

Zauwazmy, ze suma dwu macierzy jest zdefiniowana tylko dla
macierzy o tych samych wymiarach.

Mnozac _macierz _przez skalar mnozymy kazdy element
macierzy przez skalar, czyli:

B = C'A = bl.l = C'a“ (i=1,...,m; j=1,...,n)
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Macierze — mnozenie

Iloczynem macierzy A o wymiarach mxn i _macierzy B o
wymiarach nxp nazywamy macierz C o wymiarach mxp, ktorej
element (i,j) jest sumg iloczynow odpowiednich elementow
i-tego wiersza macierzy A oraz j-tej kolumny macierzy B, czyli:

c; = Zaikbkj (i=1,..m j=1,..,p)
k=1

Zauwazmy, ze aby istnial ilocgyn C=A-B liczba kolumn
maciery A musi byé rowna liczbie wiersyy macierzy B.
Macierz C ma tyle wierszy, co macierz A i tyle kolumn, ile
macierz B.

Uwaga!!!l: mnozenie macierzy nie jest przemienne (czesto ABBA).
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Macierze — mnozenie, przyklad 1

01 2 9 8
A=|3 4 5| B=|7 6
6 7 8 5 4
0 1 27[9 8

C=4-B=|3 4 5|7 6|=
6 7 8]|5 4

0-9+1-7+2-5 0-8+1-6+2-4] [17 14
=13-9+4.7+5-5 3-8+4-6+5-4|=| 80 68
6-9+7-7+8-5 6-8+7-6+8-4| |143 122
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Macierze — wlasnosci dzialan

Wilasnos$ci dzialania na macierzach :

A+B=B+A (AB)C=A(BC)=ABC
A+B)+C=A+B+C)=A+B+C AB+C)=AB+ AC
¢(A+B)=cA+cB AcB =cAB

(c+td)A =cA +dA
c¢(dA) = (cd)A = (dc)A = d(cA)

gdzie:

A, B, C — macierze,
¢, d — skalary (liczby rzeczywiste);
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Macierze — transponowanie

Macierza transponowana do macierzy A, ktéra oznaczaé
bedziemy symbolem A’, nazywamy macierz otrzymang przez
zamian¢ kolumn na wiersze i odwrotnie. Z powyzszego
wynika, zZe macierz transponowana do macierzy A o
wymiarach mxn podanej wcze$niej ma wymiary nxm i
postaé:

a;; 4z ® Ay
A'=|212 a2 ® Ay
[ ) [ } [ ] [ ]
_aln aZn > amn_

Uwaga:
B = A’ wtedy i tylko wtedy, gdy Vi,j (b;=a;)
wlasnosci: (A’)’=A (A+B)’=A’+B’ (AB)’=B’A’
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Macierze — rodzaje

Macierz nazywamy kwadratowa, jesli posiada tyle kolumn co
wierszy, tzn. n=m. Glowna przekatna sklada si¢ z elementow:

a,, Ay, ..., @

nn

Macierz kwadratowa nazwiemy symetryczna, jesli jest ona
réwna swojej macierzy transponowanej, tzn.:
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Macierze — rodzaje

Macierz kwadratowa, ktorej wszystkie elementy diagonalne
(tzn. znajdujgce si¢ na glownej przekatnej) sa rowne 1,

a pozostale elementy sa rowne 0, nazywamy macierza
jednostkowa i oznaczamy przez I:

1 0 o O
I=O 1 o 0
o e O o
0 0 e 1

Uwaga: jeSli A jest dowolng macierza, to I.'A = A = A1,
z czego wynika, ze macierz jednostkowa spelnia taka sama
rol¢ jak liczba 1 w algebrze liczb.
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Wyznaczniki - podstawy

Dla kazdej macierzy kwadratowej A okreslona jest funkcja skalarna
jej elementéw nazywana wyznacznikiem macierzy A i oznaczana
przez |A| Jesli A ma wymiary nxn, to |A| nazywamy
wyznacznikiem stopnia n-tego. Zdefiniujmy wyznacznik macierzy o
wymiarach nxn sekwencyjnie:

(n=1) jesli A=]a],to |A|=a

(n=2) jesli A o alz} to | Al
n= esli = 0 =a;a,,—a,a

J a5; ay 11 422~ 442 1
Dla n>2 wyznacznik macierzy nxn definiujemy za pomoca
wyznacznikow podmacierzy o wymiarach (n-1)x(n-1).
Minorem m;; dla elementu a; w macierzy A o wymiarach nxn
nazywamy wyznacznik podmacierzy otrzymanej przez wykreSlenie z
macierzy A i-tego wiersza i j-tej Kkolumny. Dopelnieniem

algebraicznym elementu a.. nazywamy wyrazenie c¢;; = (<) m;; .
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Wyznaczniki - wyliczanie

Jesli A jest macierza nxn , to :

|A| = Zn:aikcik dlai=1,..,n
k=1

Inny sposéb opisu obliczania warto$ci wyznacznika :

Wyznaczniki definiuje si¢ przez rdéznice sumy iloczynéw elementéw na
odpowiednich  ciaglych liniach oraz sumy iloczynéw elementéw na
odpowiednich przerywanych liniach.
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Wyznaczniki — przyklad 2

Elementy znajdujace si¢ na tej linii
sq mnozone, a iloczyny - dodawane

.-Elementy znajdujace si¢ na tej linii sg
" mnozone, ailoczyny - odejmowane

[4=0-4-0+1-5-6+2-3-7+
~6-4-2-7-5-0-0-3-1=
0+30+42-48-0=72-48=24
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Wyznaczniki - wlasnosci

Wilasnosci wyznacznikow:
|Al=]A"]
|A-B|=|Al - |B]

Definicja (macierze osobliwe i nieosobliwe)

Jesli A jest macierza o wymiarach nxn, to A jest macierza
osobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy |A|=0, a nieosobliwa
wtedy i tylko wtedy, gdy | A | 0.
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Macierz odwrotna

Macierza odwrotna do macierzy kwadratowej stopnia n
nazywamy macierz kwadratowa tego samego stopnia, ktora
ma t¢ wlasno$S¢, ze pomnozona lewostronnie lub
prawostronnie przez macierz A daje w wyniku macierz
jednostkowa.

Macierz odwrotna do macierzy A oznaczamy przez Al , czyli
B=A1l < BA=1I=A-B

Niech A bedzie macierza stopnia n. Macierz odwrotna A-!
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy |A | #0, to znaczy istnieja
tylko macierze odwrotne do macierzy nieosobliwych.
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Macierz odwrotna

Niech A=[a;] bedzie nieosobliwag macierza kwadratowa stopnia n.

Macierz dolaczona macierzy A, tj. transponowang macierz dopelnien
algebraicznych elementéw macierzy A bedziemy oznaczaé adj(A); jest to
macierz, ktérej element w i-tym wierszu i w j-tej kolumnie jest
dopelnieniem algebraicznym elementu a; (patrz slajd ,,Wyznaczniki -
podstawy”). Przy powyZszym oznaczeniu mamy

Al = 1 adj(A)
| 4]

Wilasnosci:
- jesli A jest macierz nieosobliwg, to macierz A-! tez jest nieosobliwa;
- ()T = @Aty
- jesli A jest symetryczna i nieosobliwa, to A-! tez jest symetryczna;
- jesli A i B sa nieosobliwe, to (AB)' =B1 A ;
-1 =1,
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Macierz odwrotna — algorytm post¢powania

Zalozenie: wyliczamy macierz odwrotna do macierzy A=[a;],.,

Wyznacz minory m; , dla i=1,...,n, j=1,...,n;

2. Wyznacz dopelnienia algebraiczne c; = (-1)"I m;; ;

3. Z dopelnien algebraicznych c; utwérz macierz C=[c;],,,
a nastepnie ja transponuj (otrzymasz macierz dolaczong
macierzy A, tzn. adj(A)=C’);

4. Wyznacz wyznacznik macierzy A (otrzymasz |A| );

5. Wylicz macierz odwrotng A-! ze wzoru :

_ 1 )
A7 Zmﬂdj(/l)
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Macierz odwrotna — przyklad 3

T 2
0 12 5 D721
— T m,, = =1-0-7-2=—
A=|3 4 5| A'=2 510 M™Tho
S
6 7 0 212 0 2
TS m, = 120:0-6:2=-1
1. Wyznacz minory m;; o %-
P i . - 0 1
dla 1—1,...,n, J—l,...,n, & > m, = =0.-7-6-1=-6
_,L 1 ~] _6 7 i 6 7
4 5 0 1 2]
45 —Pmnz‘ ‘:4-0775:735 L2
70 7 0 45 _>m31:4 5:1.5_4.2:_3
:I\ l ’\: L 7 G_
315 330265230 E : 0 2
m,, = =3.0—-6-5=—
6 276 0 3 S| = my, = =0-5-3.2=—6
L B 35
o2 0 1 2]
343 o= J=37-64203 3 01
My =g g =3 7704=- 3 4 > my, = —0-4-3-1=-3
6 7 0] — 3 4
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Macierz odwrotna — przyklad 3, c.d.

2. Wyznacz dopelnienia

algebraiczne c; = (-1)" my;: 3.

¢, =" m, =-35
¢, =(=D""m, =30
¢, =" m;=-3
¢y = (=1)" my, =14
cy, = (=17 m,, =12
Cyy = (=1 my, =6
ey =(=D""my, =-3
cy=(=1)""my, =6

= (=" my =3

Z dopelnien algebraicznych c;;
utworz macierz C=[c;] .,
a nastepnie ja transponuj
(otrzymasz macierz dolaczona
macierzy A, tzn. adj(A)=C’):

¢, [-35 30
=l 14 -12

G Gy Cy -3 6
-35 14 -3
C'=adj(A)=| 30 —-12 6
-3 6 -3
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Macierz odwrotna — przyklad 3, c.d.

4. Wyznacz wyznacznik macierzy A (otrzymasz |A|) :
wyznaczono w przykladzie 2 i otrzymano | 4|=24

5. Wylicz macierz odwrotng A-! ze wzoru :

~35 14 -3
AI:% ad](A)—%- 30 -12 6 |=
4] -3 6 -3

24

30
24

-3

[ —35

24

14
24

-12

24

-3
24
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Uklad rownan liniowych o » niewiadomych

Macierz odwrotna znajduje bezpoSrednie zastosowanie w badaniu
niewiadomych

rozwigzalnoSci ukladu réwnan 0
i w wyznaczaniu rozwigzan ukladu:

a,x, +..+a,x, =b
e o o o o

a,x, +..+a,x =b,

nn-"n

n

Na mocy definicji mnozenia macierzy uklad powyzszy mozemy zapisaé w

skrécie jako Ax=Db, gdzie xl_
a a e q
1 1
n x2
Y= y Gy ® 4y, xX=|e
° e o o °
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Uklad rownan liniowych o n niewiadomych

Twierdzenie

Jesli A jest macierza nieosobliwa o wymiarach nxn ,axib sa
wektorami o wymiarach nx1 , to x=A"!-b jest jednoznacznym
rozwiazaniem ukladu » rownan liniowych o n» niewiadomyvch,
Ax=Db.

Dokladniej x = A'l-b jest rozwigzaniem , poniewaz

Ax=A-(A1b)=(A-AD)b=I-b=b

Uwaga: istnieja rowniez inne metody rozwigzywania ukladu n
réwnan liniowych o n niewiadomych.
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Uklad rownan liniowych o » niewiadomych
Przyklad 4

Rozwigza¢ uklad rownan:
X, +2x, =24
3x, +4x, +5x;, =12
6x, +7x, =36

Mamy nast¢pujace dane:

01 2 X, 24
A=|3 4 5 x=|x, b=|12
6 7 0 X 36
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Uklad rownan liniowych o » niewiadomych
Przyklad 4, c.d.

Poniewaz A"! policzyliSmy w przykladzie 3, wigc :

-35 14 -3 __35.244_ﬂ.12_i.36T
24 24 24 24 24 24
30 -12 6 |[24] | 30 12 6

— = 24-—=.124—-36

x=A"-b=| 24 24 24 ||12|=| 24 24 24 =
36
-3 6 -3 3440 03 36
24 24 24 24 24 24
: | L o325 [x] -
= 33 |=|x,

-4.5 27

Z.Tarapata, Ekonometria, wyklad nr 4 25




