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Wprowadzenie w zagadnienia weryfikacji modeli
regresji liniowej

Model ekonometryczny z wieloma zmiennymi
objasniajacymi:

VT (X1p Xypeees Xgp &)y 51,2451

* y-zmienna objasniana, regresant;

* X; -i-ta zmienna objasniajaca (i=1,..., K)
w chwili ¢, regresor;

+ £ - skladnik losowy;

* - numer kolejnej obserwacji;

* K —liczba zmiennych objasniajacych.
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Zapis modelu regresji wielu zmiennych

W dalszych rozwazaniach dotyczacych ekonometrycznych
modeli jednoréwnaniowych, ograniczymy si¢ do funkcji

regresji liniowej : K
_ . a
Vi _Zai X + & )

i=0

gdzie:
y, — warto$¢ zmiennej objasnianej (endogenicznej) w
chwilit(r=1,n );
X, — wartos¢ i-tej zmiennej objasniajacej w chwili 7,
przy czym x,~=1; -
a; — parametry modelu, i = 0, K ;
n — liczba obserwacji.

Z.Tarapata, Ekonometria, wyklad nr 5




Estymacja parametréw modelu - wprowadzenie

Zakladamy, ze w modelu (1) spelnione sa zalozenia
Gaussa-Markowa (patrz wyklad nr 3, slajdy 8-11) definiujace

standardowy madel liniowy

Wowcezas parametry modelu (1) estymuje si¢
klasyczng metoda najmniejszych kwadratow (dla modelu z
wieloma zmiennymi objasniajacymi).
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Estymacja parametréw modelu -
mefoda najmniejszych kwadratow (MNK)

Funkcja kryterium, ktora nalezy zminimalizowa¢, ma
postaé (2):

n n n
_ 2 AN2 2
k4 _Zet _Z(yz =) _Z(yt —Qy = A X), — Ay Xy —..—dg " Xg,)
t=1 t=1 t=1

e,—reszta modelu, ;

a, ap.., ag — estymatory (oszacowania) parametrow
odpowiednio «,, ;,..., @y modelu (1);
Y, — warto$¢ rzeczywista (empiryczna) zmiennej

endogenicznej w chwili #;

¥, — warto§¢ teoretyczna (z modelu) zmiennej endogenicznej
w chwili #;
X;p Xppees Xy, — wartosci zmiennych egzogenicznych
(objasniajacych) w chwili #

Z.Tarapata, Ekonometria, wyktad nr 5 6




Estymacja parametrow modelu -
mefoda najmniejszych kwadratéw (MNK), c.d.

W przypadku duzych modeli wygodniej jest przedstawi¢
funkcje kryterium (1) w zapisie macierzowym:

‘P:eT.ez(y_X.a)T.(y_X.a):
:yT.y_aT.XT.y_yT.X.a+aT.XT.X.a=

:yT.y_z.aT.XT.y+aT.XT.X.a
gdzie: -7

2

n
e — wektor reszt modelu: e € |, przy czyme! .o = zef

UWAGA! : t=1
yT — oznacza transponowanie wektora y
(analogicznie w przypadku macierzy X' e

wektora a7, eT)
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Estymacja parametréw modelu -
mefoda najmniejszych kwadratow (MNK), c.d.

y — wektor empirycznych wartosci zmiennych
endogenicznych;
X — macierz zaobserwowanych warto$ci zmiennych
objasniajacych;

a — wektor ocen parametrow modelu;
Nalezy zauwazyé, ze Y= X-a , gdzie Y oznacza wektor
teoretycznych wartosci zmiennych endogenicznych, tzn.

N1 Loxy o xg ag N

b%) | N < a )

Y | L ox, - Xgn | ag Yn
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Estymacja parametrow modelu -
mefoda najmniejszych kwadratéw (MNK), c.d.

Aby wyznaczy¢ wektor a, nalezy obliczy¢ pochodna funkcji
(2) wzgledem wektora a i przyrownac ja do zera. Pochodna
ta jest rOwna:

oa

co po przyrownaniu do zera daje:

=2.X".y+2-X"-X:a A3

-2.X".y+2-X".X-a=0 @)

gdzie 0 jest wektorem kolumnowym o (K+1) wierszach
ktorego skladowymi sg zera.

Ostatecznie otrzymujemy:

X" X-a=X".y (5)
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Estymacja parametréw modelu -
mefoda najmniejszych kwadratow (MNK), c.d.

Po lewostronnym pomnozeniu lewej i prawej strony rownaniga
(5) przez (X' -X)"' otrzymujemy wzér na wektor a oce

parametrow:
_ T =Il T
a=(X"-X) - X'y (6)
gdzie:
n X DY X
1 | | 1 x; - X ,Z:; 8 ; "
X7.X = X X o Xy, .1 Fip  °%° P || _ let lezt let'xm
: : : o 5 o t=1 t=1 t=1
Xt Xka v X ) [1oX, o xg S ¢

L =1 t=1

)

n
n
PRSI DI
t=1

2
Kt
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Estymacja parametrow modelu -
metoda najmniejszych kwadratéw (MNK), c.d.

Oraz
2
t=1

X7 .y = In X vt X [ | V2] qu'yt @®)
. . . ) t=1

Xk1 Xx2 0 Xk | L Va

n
Zth Vi
| =1
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Estymacja parametrow modelu -
me od% najmniejszych kwadratéw (MNK), c.d.

Przykiad
Wezmy pod uwage nastepujacy model:
4 Vi X1t X 2
Y=oyt X, +ay X+, 1 1.4 1 5
2 1,7 1,5 4
gdzie: 3 1,5 1 5
», — koszt produkeji pewnego wyrobu 4 2 1,5 3,5
w chwili #; 5 2,2 2 3,5
x,,— wielko$¢ produkeji w chwili #; 6 2,3 2,5 3,5
x,,— wielko$¢ zatrudnienia w chwili #; 7 2,5 2 2
8 2,8 3 2
Warto$ci zmiennych w kolejnych 10-ciu 9 2,6 3 2,5
latach przedstawia tabela. 10 2,9 3,5 1,5

Oszacowa¢ parametry modelu na
podstawie danych historycznych.
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Estymacja parametréw modelu -

Errngkgg% gﬂ!mnlejszych kwadratéw (MNK), c.d.

Rozwiqzanie:
Korzystajac z (7) i (8) otrzymujemy:

10
1 x, xy 10 an
1 1 10 i
X7 .X = Lox,  xp _ 5
A= X Xttt Xy |7 - . - = lez let
: : : =1 =1
S oy e | . 10 10
L0 %210 th let ‘X,
| =1 =1
[ 10
2
11 11" =i
¥ 10
y= |- 3
X" y=|x; x, - X0 || = lxlt Y
H t=
X1 Xy X210 » 10
10 .
Zth Y
=1 i

10 ]
2%
(=1
10
Z X1+ Xoy
=1
10
2
Z X
(=1
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Estymacja parametrow modelu -

me od3 najmniejszych kwadratéw (MNK), c.d.
Przykiad 1, c.d.

Dla naszego przykladu mamy:

1 1 57 (1,47
1 L5 4 1,7
1 1 5 1,5
1 L5 3,5 2
X 1 2 35 _ 22
1 25 35 =13
1 2 2 2.5
1 3 2 2.8
1 3 25 2,6
|1 35 L5] 2,9
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Estymacja parametréw modelu -
me od? ngjmnlejszych kwadratéw (MNK), c.d.
c.d.

Przyktad 1,
Vi X1 X2 x12 LT x72/ i Fu Y r 10
14 | 1 5 1 5 25 | 14 | 7 Z y
1,7 | 1,5 | 4 [225] 6 16 | 2,55 | 6,8 !

t=1

1,5 | 1 5 1 5 |25 | 1,5 ] 75 0
2 | 1,5 | 35 | 225|525 1225 3 7 X y=[ D%,y |=
22 | 2 | 35| 4 7 [12,25] 44 | 7,7 =l

Sielw|u|an|nn s W=~

23 | 2,5 | 3,5 |6,25] 8,75 |12,25] 5,75 | 8,05 10
2,5 2 2 4 4 4 5 5 szt'yt
28 | 3 2 9 | 6 | 4 | 84 | 56 = -
26 | 3 [25] 9 |75 ]625] 78] 65 219
29 | 35 | 1,5 [12.25] 525 [2,2510,15] 4,35 ;
suma>| 21,9 | 21 | 32,51 51 ]59,75]119,2/49.95| 655 | =X -¥y=|49.95
U o 65.5
10 let th ’
=1 pa \(\A 1 32,5
10 10 10
XTX=[Dx,  Dx o Dox,x, |=] 21 A51N59,75
o 0’ 1 32,5 59,75 119,25
zth let * Xy, zxit
t=1 t=1 t=1
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Estymacja parametrow modelu -

me od? najmniejszych kwadratéw (MNK), c.d.
Przykiad 1, c.d.

Odwracajac macierz X’ . Xotrzymamy:

11,54 -2,58 —185
X"-x)"'={-2,58 063 039
-1,85 039 032

Korzystajac z (6) mozemy wyznaczy¢ wektor a ocen
parametrow o, a; a, modelu :

a, 11,54 -2,58 —-185

a=(X"-X)"-X"-y=|q |=[-258 063 039
a,| |-185 039 032

Oszacowany model przybiera wigc postaé: J, = 2,459 + 0,263 - x;, — 0,253 - x,,
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Mierniki jakosci modelu

+ Wariancja s? skladnika resztowego modelu:

1 < R 1
SR QI S Wy X ()
K & _
+ Odchylenie standardowe s skladnika resztowego modelu:

e 10)

+ Wspolcezynnik determinacji R? :

-3
Rzzl_g‘ C Y y-y X
n _ __T. e
S0, -7 y-y) -(y-y)
t=1

R? [0,1] (A1)

Im R? blizsze jednos$ci, tym model jest lepiej dopasowany.
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Mierniki jakosci modelu, c.d.

+ Macierz wariancji — kowariancji estymatorow parametrow:

Dz(a) = S2 . (XT : X)_l (12)

Szczegdlne znaczenie maja elementy znajdujace si¢ na
glownej przekatnej tej macierzy. OkreSlaja one wariancje
estymatorow parametrow. Pierwiastki z nich, to bledy
sSrednie szacunku parametrow modelu. Poza glowna
przekatng znajduja si¢ kowariancje estymatorow
parametrow.

+ Wspélczynnik wyrazistosci w (zmiennosci) reszt modelu:

S
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Mierniki jakosci modelu
Przykfad 2

Oceni¢ jakos¢ dopasowania modelu

$, =2,459+0,263 x;, — 0,253 x,,

oszacowanego w Przykladzie 1.
Wykorzysta¢ wyliczong tam macierz

11,54 -2,58 -1,85

X" X)"'=|-258 063 039
~-1,85 039 032

Mierniki jakosci modelu
Przyktad 2, c.d.

R* =

Z(yt - )'}t)z

1 t=1
2=y
t=1

0,0551
e

,529

R /0 e 2 (e AN DA UL U
1 1,4 |1,457|-0,057 | 0,0032 | -0,79 | 0,6241
2 1,7 11,842 -0,142 | 0,0202 | -0,49 | 0,2401
3 1,5 |1,457| 0,043 | 0,0018 | -0,69 | 0,4761
4 2 1,968 | 0,032 0,001 -0,19 | 0,0361
5 2,2 | 2,1 0,1 0,01 0,01 0,0001 | —1—
6 2,3 2,231 0,069 | 0,0048 0,11 0,0121
7 2,5 12,479 0,021 0,0004 0,31 0,095/1/ =1£0,0218 =0,9782
8 2,8 2,742 0,058 | 0,0034 0,61 }),/3/721
9 2,6 |2,616/|-0,016 | 0,0003 0,411 0,1681
10 2,9 3 -0,1 0,01 /(f71 0,5041
Suma | 21,9 |21,89| 0,008 0,0551/ 0 2,529

\

S 0,0551=0,0069 §=+/s? =

s* =
n—-K

1
Z(yt yt) ;

0,0069 =0,0831

Z.Tarapata, Ekonometria, wyktad nr 5

20




IDZ

Mierniki jakosci modelu
Przyktad 2, c.d.
t |y \ i Y S Y s
t Vi (Wi yt(yt_yt) Yo=Y =9 w=2.100% =
1 1,4 1,457 ]-0,057 | 0,0032 | -0,79 | 0,6241 y
2 1,7 11,842 -0,142 | 0,0202 | -0,49 | 0,2401 | 0,0831 100% ~ 3.8°
3 1,5 | 1,457 0,043 | 0,0018 | -0,69 | 04761 | — 219 ' 0=
4 2 1,968 | 0,032 0,001 -0,19 | 0,0361 — ’
> 2.2 2.1 0.1 0,01 0,01 0,0001 R? jest bliskie jednosci, wigc model
6 2,3 2,231 | 0,069 0,0048 0,11 0,0121 Jest bardzo dobrze dopasowany do
7 2,5 12,4791 0,021 | 0,0004 0,31 0,0961 | danych empirycznych. Swiadezy o
tym réwniez bardzo mata wartosé
8 2,8 12,742 | 0,058 0,0034 0,61 03721 wariancji s* skladnika resztowego,
9 2,6 |2,616|-0,016| 0,0003 0,41 0,1681 | jak réwnie; bardzo mate wartosci
elementéw macierzy wariancji-
10 2,9 3 -0,1 0,01 0,71 0,5041 kowariancii.
Suma| 21,9 | 21,89 | 0,008 | 0,0551 0 2,529
11,54 -2,58 —-1,85 0,0796 -0,0178 -0,012f
a)=s"-(X"-X)"=0,0069--2,58 0,63 039 |=|-00178 0,0043  0,0027
-1,85 039 032 -0,0128 0,0027  0,0022
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